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ESTIMATIONS Lp DES FONCTIONS DU LAPLACIEN
SUR LES VARIÉTÉS CUSPIDALES

HONG-QUAN LI

Résumé. Le but de cet article est d’étudier la continuité Lp des fonctions du
Laplacien sur les variétés cuspidales.

1. Introduction et énoncé du résultat

On considère M une variété différentiable, munie d’une mesure dσ. Soit L un
opérateur différentiel du second ordre, positif et essentiellement auto-adjoint sur
C∞o (M). Pour une fonction borélienne m : [0,+∞[−→ R, l’opérateur m(

√
L) est

définie par le théorème spectral. Quand m est bornée, on sait bien que m(
√
L) est

borné sur L2(M). On s’intéresse à montrer la continuité Lp(M) (p 6= 2) de m(
√
L).

En particulier, on aime bien trouver des conditions sur m qui permettent d’assurer
que m(

√
L) est borné sur Lp pour tout 1 < p < +∞.

Dans le cadre des espaces euclidiens Rn (avec −L = ∆ le Laplacien), par [35] et
[50], on sait que m(L) est borné sur Lp(Rn) pour tout 1 < p < +∞ si m satisfait
la condition de Mikhlin-Hörmander, c’est-à-dire,

[n2 ]+1∑
k=0

sup
λ>0

λk
∣∣∣m(k)(λ)

∣∣∣ < +∞,

où [s] (s ∈ R) désigne la partie entière de s. On peut se reporter à [60] pour d’autres
types de conditions.

Dans le cas où M est une variété riemannienne compacte de dimension n et
L = −∆ + C avec ∆ le Laplacien et C ≥ 0 une constante, d’après le travail de
A. Seeger et C.D. Sogge (voir [55]), on sait que m(

√
L) est borné sur Lp pour tout

1 < p < +∞ s’il existe α > n
2 et une fonction positive β ∈ C∞o ([1, 2]) telles que:

sup
s>0

∥∥∥β(·)m(s·)
∥∥∥
L2
α(R)

< +∞.

Et on peut trouver un résultat plus général dans [56].
Dans le cadre des groupes de Lie à croissance polynomiale avec −L = ∆ un sous-

Laplacien, on trouve des résultats analogues aux cas précédents, voir par exemple
[37], [19], [20], [49], [14], [57], [29], [51], [1] et [30].

Dans le cadre des groupes de Lie à croissance exponentielle, les résultats sont
très variants, voir par exemple [28], [31]-[33], [17], [9], [8], [15], [53], [54], [47], [58],
[34] et [27].
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Dans le cadre des espaces symétriques de type non compact, par le travail de
Clerc et Stein (voir [13]), on doit supposer que m est holomorphe dans une certaine
bande de C pour que m(L) soit borné dans Lp pour tout 1 < p < +∞. Et on trouve
les travaux [59], [5]-[7], [26], [38]-[40] qui sont consacrés à l’étude des multiplicateurs
spectraux sur les espaces symétriques de type non compact.

On peut se reporter à [41], [23], [2]-[4], [21], [18], [46], [24], [22] et les références
dedans pour l’étude de multiplicateurs spectraux dans d’autres situations.

Dans [63], M.E. Taylor a étudié la continuité Lp des fonctions du Laplacien sur
une classe très large des variétés, les variétés riemanniennes à géométrie bornée.
Dans cet article, on se propose d’établir un résultat analogue à celui de [63] dans
le cadre des variétés cuspidales.

Avant d’énoncer notre résultat, nous rappelons quelques définitions et notations:
Si X est une variété riemannienne de dimension N , avec un bord ∂X (on admet

∂X = ∅), on définit Cusp(X) comme étant l’espace R+ × X muni de la métrique
riemannienne r−2(dr2+gx), où gx est la métrique riemannienne sur X. Par exemple,
si X est l’espace euclidien RN , alors Cusp(X) est l’espace hyperbolique réel de
dimension N + 1. On note dX (resp. d) la distance riemannienne induite sur X
(resp. Cusp(X)), dµ (resp. dµX) la mesure riemannienne induite sur Cusp(X) (resp.
X), ∆ le Laplacien sur Cusp(X). Notons B(Y, r) (Y ∈ Cusp(X), r > 0) la boule
géodésique de centre Y et de rayon r, |B(Y, r)| son volume et

L = −∆− N2

4

où N2

4 est la base du spectre −∆ dans L2(Cusp(X)) (voir la proposition 2.4 de [44]).
Rappelons que (voir la proposition 2.2 de [44])

(1.1)

d((y, x), (y′, x′)) = arc cosh
y2 + y′2 + d2

X(x, x′)
2yy′

, ∀(y, x), (y′, x′) ∈ Cusp(X).

La difficulté particulière des variétés cuspidales tient à ce que la courbure de
Ricci n’est pas toujours minorée, que le rayon d’injectivité peut être nul et que le
volume des boules est à croissance exponentielle. Pour d’autres informations sur
les variétés cuspidales, on pourra se reporter par exemple aux [52] et [44].

Dans cet article, on utilisera les notations de [63],

ΩW = {z ∈ C; |=z| ≤W},

ΩW est l’intérieur de ΩW et

FsW = {Ψ est holomorphe et paire dans ΩW :

|Ψ(j)(z)| ≤ Cj(1 + |z|2)
s−j

2 , ∀z ∈ ΩW }.

Dans cet article, on va montrer le théorème suivant:

Théorème 1.1. Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimen-
sion N ≥ 2. Pour 1 < p < +∞, quand mo ∈ F0

W avec W ≥ N | 1p −
1
2 |, mo(

√
L) est

borné sur Lp(Cusp(X)). De plus, quand mo ∈ F0
N
2

, il existe une constante C > 0
telle que:

µ
{
Y ∈ Cusp(X); |mo(

√
L)f(Y )| > λ

}
≤ C ‖f‖1

λ
, ∀λ > 0, ∀f ∈ L1(Cusp(X)).
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On remarque que dans le theorem A de [63], on n’a obtenu aucune information
concernant la continuité L1 → L1,∞ de m(

√
L); pour montrer les résultats de [63],

Taylor a utilisé la formule

m(
√
L) =

( 2
π

) 1
2
∫ +∞

0

m̂(t) cos (t
√
L) dt

où

m̂(h) =
( 2
π

) 1
2
∫ +∞

0

m(t) cos th dt,

la théorie des opérateurs pseudo-différentiables, et les estimations du noyau des
fonctions du Laplacien établies dans [11].

Dans cet article, on va utiliser la méthode de la séparation des variables pour
montrer notre résultat. On peut trouver aussi quelques affinements du théorème
1.1 dans cet article.

Cet article est organisé de la façon suivante: dans la section 2, on utilise les
résultats de [52] pour donner la formule du noyau de m(

√
L) et on montre le

théorème 1.1 dans la section 3.

2. Le noyau de m(
√
L)

Dans toute la suite, C, C∗, C∗, etc. désigneront des constantes universelles qui
dépendent peut-être des propriétés de X. Celles-ci pourront changer d’une ligne
à une autre. Et dans la suite, m désignera une fonction borélienne, bornée, paire
définie sur R, celle-ci pourra changer d’une proposition à l’autre et d’un lemme à
l’autre.

En utilisant la méthode de la séparation des variables et la transformation de
Kantorovitsch-Lebedjev, W. Müller a obtenu une représentation spectrale de −∆,
voir [52] (p. 207). Donc, en répétant la méthode de la construction des fonctions
du Laplacien dans le cadre des variétés coniques (voir par exemple [12]), on peut
considérer m(

√
L) comme km(y, y′,

√
−∆X), une distribution sur R+×R+ à valeur

dans l’espace des opérateurs sur L2(X), avec

km(y, y′,
√
−∆X)(2.1)

= (yy′)
N
2

∫ +∞

0

m(
√
λ)Ki

√
λ(y
√
−∆X)Ki

√
λ(y′

√
−∆X)

sinh π
√
λ

π2
dλ

=
2
π2

(yy′)
N
2

∫ +∞

0

λm(λ)Kiλ(y
√
−∆X)Kiλ(y′

√
−∆X) sinh (πλ) dλ,

où Kν(x) (x > 0, ν ∈ C) désigne la fonction de Bessel modifiée.
En général, (2.1) ne serait pas très utile dans les applications. Donc, on aime

bien la simplifier. Rappelons que (voir par exemple [48], p. 96)

Kiλ(ys)Kiλ(y′s) =
π

2
(yy′)−

1
2

1
cosh (πλ)

×
∫ +∞

0

β− 1
2 +iλ(

t2 + y2 + y′2

2yy′
) cos (ts) dt, ∀y, y′, s > 0,
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où βµν (s) (µ, ν ∈ C, s > 1) désigne les fonctions de Legendre du second genre.
D’après les propriétés suivantes de βµν (voir par exemple [48] pp. 174, 196 et 201-
202),

∂

∂z
βν(z) = (z2 − 1)

1
2β1

ν(z),

βkν (z) = 2−
k
2

Γ(ν + k + 1)
m!Γ(ν − k + 1)

(z − 1)
k
2

(
1 + 0(1)

)
(k ∈ N), quand z −→ 1+,

βµ− 1
2 +iλ

(cosha) ∼
( sinh a

2

)− 1
2
λµ−1 cos (aλ+

πµ

2
− π

4
), quand λ� 1;

on déduit que quand λm(λ) ∈ L1(R+, dλ) et s > 0, on a:

2
∫ +∞

0

λm(λ)Kiλ(ys)Kiλ(y′s)
sinh (πλ)

π2
dλ

=
(yy′)−

1
2

π

∫ +∞

0

λm(λ) tanh (πλ)

×
[−1
s

∫ +∞

0

sin (ts)
∂

∂t
β− 1

2 +iλ(
t2 + y2 + y′2

2yy′
) dt
]
dλ

=
(yy′)−

1
2

π

∫ +∞

0

−1
s

sin (ts)

×
[ ∫ +∞

0

λm(λ) tanh (πλ)
∂

∂t
β− 1

2 +iλ(
t2 + y2 + y′2

2yy′
) dλ

]
dt

=
(yy′)−

1
2

π

∫ +∞

0

−1
s

sin (ts)
∂

∂t

×
[ ∫ +∞

0

λm(λ) tanh (πλ)β− 1
2 +iλ(

t2 + y2 + y′2

2yy′
) dλ

]
dt

=
(yy′)−

1
2

π

∫ +∞

0

cos (ts)

×
[ ∫ +∞

0

λm(λ) tanh (πλ)β− 1
2 +iλ(

t2 + y2 + y′2

2yy′
) dλ

]
dt.

Or,

tanh (πλ)βiλ− 1
2
(cosh a) = C

∫ +∞

a

sinλh√
coshh− cosha

dh, ∀a > 0, λ ∈ R,

où C > 0 est une constante, voir [48] (p. 422); donc, quand λm(λ) ∈ L1(R+, dλ),
pour tout s > 0, on a:

2
∫ +∞

0

λm(λ)Kiλ(ys)Kiλ(y′s)
sinh (πλ)

π2
dλ

= C(yy′)−
1
2

∫ +∞

0

cos (ts)
{∫ +∞

0

λm(λ)
[ ∫ +∞

η(t)

sin (λh)√
coshh− cosh η(t)

dh
]
dλ
}
dt

= C′(yy′)−
1
2

∫ +∞

0

cos (ts)
[ ∫ +∞

η(t)

−m̂′(h)√
coshh− cosh η(t)

dh
]
dt,
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où

η(t) = arc cosh
y2 + y′2 + t2

2yy′
.(2.2)

Autrement dit, quand m ∈ L∞(R+, dλ) ∩ L1(R+, λdλ), on a:

m(
√
L) = km(y, y′,

√
−∆X)

= C(yy′)
N−1

2

∫ +∞

0

cos (t
√
−∆X)

[ ∫ +∞

η(t)

−m̂′(h)√
coshh− cosh η(t)

dh
]
dt.(2.3)

Dans toute la suite, pour simplifier les notations, on note

Fm(s) =
∫ +∞

s

−m̂′(h)√
coshh− cosh s

dh (s > 0), Y = (y, x),

Y ′ = (y′, x′), dX = dX(x, x′) et d = d(Y, Y ′);

d’après (1.1), on a d = η(dX).

3. Preuve du théorème 1.1

Dans cet article, on a besoin des résultats sur la solution fondamentale de
l’équation des ondes sur X (voir par exemple [10], pp. 252-258, ou [36], §17.4):
il existe une constante 1 ≥ ζo > 0 telle que pour tout 0 < s ≤ ζo, on a (formelle-
ment):

cos sν(x, x′) =
K∑
k=0

uk(x, x′)s
(s2 − d2

X)k−l+

Γ(k − l + 1)

∣∣∣
l=N+1

2

+ sCK(s, x, x′),(3.1)

où uk(x, x′) ∈ C∞(X × X) et le sens de l’opérateur (s2−d2
X(x,x′))k−l+

Γ(k−l+1)

∣∣∣
l=N+1

2

(pour

0 < s ≤ ζo) est donné dans §3.4. de [25]; CK(s, x, x′) ∈ C2([0, ζo]× X × X) (si on
choisit K assez grand, par exemple K = N + 3) et on sait que:

1. CK(s, x, x′) = 0 quand dX = dX(x, x′) > s.

2. Quand s ∈ (0, ζ0], (s2−d2
X)
k−N+1

2
+

Γ(k−N+1
2 +1)

(k ∈ N) est C∞ par rapport par s, et pour
tout k ∈ N∗, on a:

∂

∂s

(s2 − d2
X)k−

N+1
2

+

Γ(k − N+1
2 + 1)

= 2s
(s2 − d2

X)k−
N+1

2 −1
+

Γ(k − N+1
2 )

, ∀s ∈ (0, ζ0],

lim
s−→0+

(s2 − d2
X)k−

N+1
2

+

Γ(k − N+1
2 + 1)

= 0.

Pour x, x′ ∈ X fixés, on peut considérer (s2−d2
X)
k−N+1

2
+

Γ(k−N+1
2 +1)

(k ∈ N) comme une

distribution en s ≥ 0, dont le sens est donné dans [25], chap. I, §3. Et en notant δ
la mesure de Dirac, on a (voir [25] p. 184):

2s
(s2 − d2

X)−1
+

Γ(0)
= 2sδ(s2 − d2

X) = δ(s− dX), ∀s ≥ 0.(3.2)

Pour estimer le noyau de m(
√
L) = km(y, y′,

√
−∆X), on le divise par deux

morceaux. Plus précisement, choisissons ζo > 0 comme dans (3.1) et ψ ∈ C∞(R)
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telle que

0 ≤ ψ ≤ 1, ψ(s) = ψ(−s) =

 1 si |s| ≤
(

1
4

√
ζo

)4

,

0 si |s| ≥
(

1
2

√
ζo

)4

,

fixons

φ(s) = ψ(s2), ϕ(s) = 1− φ(s) (s ∈ R);

notons

m(
√
L) = km(y, y′,

√
−∆X) = mloc + minf

= C(yy′)
N−1

2

∫ +∞

0

cos (t
√
−∆X)φ(t)Fm(η(t)) dt

+ C(yy′)
N−1

2

∫ +∞

0

cos (t
√
−∆X)ϕ(t)Fm(η(t)) dt.(3.3)

On va montrer la proposition suivante:

Proposition 3.1. Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord et de
dimension N ≥ 2. Si m ∈ L∞(R+, dλ) ∩ L1(R+, λdλ), et il existe deux constantes
$o > 1, M > 0 telles que
(3.4)∣∣∣( 1

sinh t
d

dt

)k
(−m̂)(t)

∣∣∣ ≤M(1 + t)−$o
[

cosh t
]−(N2 +k)

, ∀t > 0, k = 0, 1, · · · , N + 2.

Alors, il existe une constante C($o) qui ne dépend que de $o et des propriétés de
X telle que:

‖m(
√
L)f‖Lp(Cusp(X)) ≤ C($o)M‖f‖Lp(Cusp(X)), ∀f ∈ Lp (1 ≤ p ≤ +∞).

Preuve. Il suffit de montrer que

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

[|mloc|+ |minf |] dµ(Y ′) ≤ C($o)M,

où mloc et minf sont définis par (3.3).
On commence par estimer |mloc|. On utilise la paramétrice de cos t

√
−∆X (voir

(3.1)), et puisque φ(t) = 0 si t ≥ ζo
4 et CK(t, x, x′) = 0 quand dX = dX(x, x′) > t,

en utilisant les estimations (3.4), on a:∣∣∣ ∫ +∞

0

φ(t)tCK (t, x, x′)Fm(η(t)) dt
∣∣∣

≤ CM

∫ +∞

dX

φ(t)
{∫ +∞

η(t)

(1 + h)−$o sinhh√
coshh− cosh η(t)

[
coshh

]−(N2 +1)

dh
}
dt

≤ C∗M sup
t≥dX

∫ +∞

η(t)

(1 + h)−$o sinhh√
coshh− cosh η(t)

[
coshh

]−(N2 +1)

dh

≤ C′M(1 + η(dX))−$o
[

cosh η(dX)
]−N+1

2

≤ CM(1 + d)−$oe−
N+1

2 d.
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Pour estimer ∣∣∣ ∫ +∞

0

φ(t)t
(t2 − d2

X)−
N+1

2
+

Γ(−N−1
2 )

Fm(η(t)) dt
∣∣∣,

on peut utiliser la façon de [45] (pp. 697-699) ou celle de [52] (pp. 223-225): quand
N+1

2 ∈ N, en utilisant (3.2), on a∫ +∞

0

φ(t)t
(t2 − d2

X)−
N+1

2
+

Γ(−N−1
2 )

Fm(η(t)) dt =
1
2

(−1)
N−1

2

(1
t

∂

∂t

)N−1
2
∣∣∣
t=dX

[
φ(t)Fm(η(t))

]
=

1
2

(−1)
N−1

2
∂
N−1

2

∂s
N−1

2

∣∣∣
s=0

[
ψ(d2

X + s)Fm(η(
√
d2

X + s))
]
,

par le changement de variable s = t2 − d2
X et le fait que φ(t) = ψ(t2), quand

N+1
2 6∈ N, ∫ +∞

0

φ(t)t
(t2 − d2

X)−
N+1

2
+

Γ(−N−1
2 )

Fm(η(t)) dt

= (−1)
N
2

∫ +∞

0

∂
N
2

∂s
N
2

[
ψ(d2

X + s)Fm(
√
d2

X + s)
] s− 1

2

Γ(1
2 )
ds.

Pour simplifier les notations, on note

(3.5) η∗(s) = η(
√
d2

X + s)(s ≥ 0), Ξm(n+1, h) = sinhh
[ 1

sinhh
d

dh

]n+1

(−m̂)(h).

D’après les propriétés de m, quand 0 ≤ n ≤ [N2 ], on a∣∣∣ ∂n
∂sn

Fm(η∗(s))
∣∣∣ =

∣∣∣(2yy′)−n ∫ +∞

η∗(s)

Ξm(n+ 1, h)√
coshh− cosh η∗(s)

dh
∣∣∣

≤ (2yy′)−nM(1 + η∗(0))−$o
∫ +∞

η∗(s)

sinhh[coshh]−(N2 +n+1)√
coshh− cosh η∗(s)

dh
∣∣∣

≤ CnM(1 + d)−$oe−
N+1

2 d(y2 + y′2 + d2
X + s)−n.

Donc, en remarquant que ψ ∈ C∞o (R), on a:∣∣∣ ∫ +∞

0

φ(t)t
(t2 − d2

X)−
N+1

2
+

Γ(−N−1
2 )

Fm(η(t)) dt
∣∣∣

≤ C(k)M(1 + d)−$oe−
N+1

2 d
[
1 + (y2 + y′2 + d2

X)−
N−1

2

]
.

De la même façon, pour 1 ≤ k ≤ K, on a:∣∣∣ ∫ +∞

0

φ(t)t
(t2 − d2

X)k−
N+1

2
+

Γ(k − N−1
2 )

Fm(η(t)) dt
∣∣∣

≤ C(k)M(1 + d)−$oe−
N+1

2 d
[
1 + (y2 + y′2 + d2

X)−max(0,N−3
2 )
]
.

Par conséquent,

|mloc| ≤ CM(1 + d)−$o
[
e−Nd + e−

N+1
2 d(yy′)

N−1
2

]
.(3.6)
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D’après la proposition 2.3 de [44], quand $o > 1, on a:

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

(1 + d)−$oe−Nd dµ(Y ′) < C($o).

Donc, pour montrer que:

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

|mloc|(Y, Y ′) dµ(Y ′) ≤ C($o)M,

il nous reste à montrer le lemme suivant:

Lemme 3.2. Soient X une variété riemannienne compacte de dimension N , et
$o > 1 fixé. Alors

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

(1 + d)−$o(yy′)
N−1

2 e−
N+1

2 d dµ(Y ′) < C($o).

Preuve. D’après (1.1), on voit qu’il existe une constante telle que pour tous Y, Y ′ ∈
Cusp(X), on a:

(1 + d)−$o(yy′)
N−1

2 e−
N+1

2 d ≤ C
(

1 +
∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣)−$o(yy′)N (y2 + y′2 + d2
X)−

N+1
2 .

On distingue les deux cas suivants: 0 < y ≤ 1 et y > 1.
Quand 0 < y ≤ 1, on a∫

Cusp(X)

[
1 +

∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣]−$o(yy′)N (y2 + y′2 + d2
X)−

N+1
2 dµ(y′, x′)

≤
∫ +∞

0

[
1 +

∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣]−$o(yy′)N[ ∫
X

(y2 + y′2 + d2
X)−

N+1
2 dµX(x′)

]
y′−N−1 dy′

≤ C

∫ +∞

0

[
1 +

∣∣∣ ln y′
y

∣∣∣]−$o(yy′)N (y2 + y′2)−
1
2 y′−N−1 dy′

≤ CyN−1

∫ +∞

0

(1 + | lnh|)−$o(1 + h2)−
1
2
dh

h
< C($o).

Quand y ≥ 1, on a∫
Cusp(X)

[
1 +

∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣]−$o(yy′)N (y2 + y′2 + d2
X)−

N+1
2 dµ(y′, x′)

≤
∫

Cusp(X)

[
1 +

∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣]−$oy′N dµ(y′, x′)

≤ C

∫ +∞

0

[
1 +

∣∣∣ ln y′
y

∣∣∣]−$oy′−1 dy′ ≤ C($o).

Ceci achève la preuve du lemme. �

On va montrer

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

|minf |(Y, Y ′) dµ(Y ′) ≤ C($o)M.
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On commence par estimer |minf |, et on va utiliser le lemme suivant:

Lemme 3.3. Soient X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimen-
sion N ≥ 2, et Φ ∈ C(R) une fonction paire. Alors,

(3.7) sup
{∣∣∣Φ(

√
−∆X)(x, x′)− 1

|X|Φ(0)
∣∣∣;x, x′ ∈ X

}
≤ C sup

s>0
sN+1|Φ(s)|.

Preuve. Ce résultat a été utilisé dans [42]. Pour être complet, on donne sa preuve:
D’après le développement spectral de Φ(

√
−∆X), on peut choisir κ ∈ C∞(R+)

telle que κ(s) = 0 quand s� 1, κ(s) = 1 quand s est assez grand, et

Φ(
√
−∆X)(x, x′) =

1
|X|Φ(0) + [κΦ](

√
−∆X)(x, x′).

Puisque (I −∆X)−
N+1

4 est borné de L1(X) dans L2(X) et aussi de L2(X) dans
L∞(X), on a donc:∣∣∣[κΦ

]
(
√
−∆X)(x, x′)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥[κΦ
]
(
√
−∆X)

∥∥∥
L1(X)−→L∞(X)

≤ C
∣∣∣(I −∆X)

N+1
2

[
κΦ
]
(
√
−∆X)

∣∣∣
L2(X)−→L2(X)

≤ C′ sup
s≥0

(1 + s2)
N+1

2

∣∣∣κ(s)Φ(s)
∣∣∣

≤ C sup
s>0

sN+1|Φ(s)|.

D’où le lemme. �

On estime maintenant |minf |.
En utilisant le raisonnement par récurrence, on voit que pour k ∈ N, il existe

des constantes telles que:

(3.8)
dk

dtk
Fm(η(t)) =

∑
0≤l≤n≤k;n+(n−l)=k

tl
C(l, n, k)
(2yy′)n

∫ +∞

η(t)

Ξm(n+ 1, h)√
coshh− cosh η(t)

dh.

On en déduit que pour 0 ≤ k ≤ N + 1 fixé, on a:

∣∣∣ dk
dtk

Fm(η(t))
∣∣∣ ≤ Ck

∑
0≤l≤n≤k;n+(n−l)=k

tl(2yy′)−n
∫ +∞

η(t)

|Ξm(n+ 1, h)|√
coshh− cosh η(t)

dh

≤ MCk
∑

tl(2yy′)−n
∫ +∞

η(t)

(1 + h)−$o sinhh[coshh]−(N2 +n+1)√
coshh− cosh η(t)

dh

≤ MC′k
∑

tl(2yy′)−n(1 + η(t))−$o [cosh η(t)]−(N+1
2 +n)

≤ MCk(1 + η(t))−$o
( 2yy′

y2 + y′2 + t2

)N+1
2
t−k.
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Donc, par (3.7), on a:

sup
{∣∣∣ ∫ +∞

0

cos (t
√
−∆X)(x, x′)ϕ(t)Fm(η(t)) dt

∣∣∣;x, x′ ∈ X
}

≤ C
[∣∣∣ ∫ +∞

0

ϕ(t)Fm(η(t)) dt
∣∣∣+ sup

s>0
sN+1

∣∣∣ ∫ +∞

0

ϕ(t)Fm(η(t)) cos (ts) dt
∣∣∣]

≤ C
{∫ +∞

0

∣∣∣ϕ(t)Fm(η(t))
∣∣∣ dt+

∫ +∞

0

∣∣∣ dN+1

dtN+1

[
ϕ(t)Fm(η(t))

]∣∣∣ dt}
≤ CM

[ ∫ +∞

ζo
16

(1 + η(t))−$o
( 2yy′

y2 + y′2 + t2

)N+1
2
dt

+ (1 + η(
ζo
16

))−$o
( 2yy′

y2 + y′2 + ( ζo16 )2

)N+1
2
]

(puisque ϕ(t) = 0 si t ≤ ζo
16 et ϕ(t) = 1 si t ≥ ζo

4 )

≤ C′M(1 + η(
ζo
16

))−$o
( 2yy′

y2 + y′2 + ( ζo16 )2

)N+1
2
[
1 +

√
y2 + y′2 + (

ζo
16

)2
]

≤ C(ζo)M
(

1 +
∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣)−$o(yy′)N+1
2 [y2 + y′2]−

N
2 .

Par conséquent, par la définition de minf (voir (3.3)), on a:

|minf | ≤ C(ζo)M
(

1 +
∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣)−$oy′N[1 + (
y′

y
)2
]−N2

,

et

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

∣∣∣minf

∣∣∣ dµ(Y ′)

≤ CM |X|
∫ +∞

0

(
1 +

∣∣∣ ln y

y′

∣∣∣)−$oy′N[1 + (
y′

y
)2
]−N2

y′−N−1 dy′ < C($o)M.

Ceci achève la preuve de la proposition 3.1. �

On montre maintenant le résultat suivant:

Proposition 3.4. Soit X comme dans la proposition 3.1. Si m est une fonction
bornée, paire, ∈ L1(R+, λdλ) satisfaisant Suppm̂ ⊂ [−1, 1] et∣∣∣( 1

sinh t
d

dt

)k
(−m̂)(t)

∣∣∣ ≤Mt−2k−1, ∀0 < t ≤ 1, k = 0, 1, · · · , N + 2.

Alors, il existe une constante C > 0 qui ne dépend que des propriétés de X telle
que pour tout f ∈ L1(Cusp(X)), on a:

µ
{
Y ∈ Cusp(X); |m(

√
L)f(Y )| > γ

}
≤ C

1 +M + ‖m‖L∞(R+,dλ)

γ
‖f‖1, ∀γ > 0.

Donc, m(
√
L) est borné dans Lp(Cusp(X)) pour tout 1 < p < +∞.

Preuve. On commence par étudier mloc.
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Pour 0 ≤ k ≤ N + 1 fixé, d’après la définition de Ξm(k + 1, t) (voir (3.5)) et les
propriétés de m̂, on a:∫ +∞

η

(cosh t− cosh η)−
1
2

∣∣∣Ξm(k + 1, t)
∣∣∣ dt

≤ M

∫ 1

min(η,1)

t−2(k+1)−1 sinh t√
cosh t− cosh η

dt

≤ CkMχ
{
η ≤ 1

}∫ +∞

η

sinh t(cosh t− 1)−
2(k+1)+1

2

√
cosh t− cosh η

dt

(car t2 ∼ cosh t− 1 quand 0 ≤ t ≤ 1)

= 2C∗Mχ
{
η ≤ 1

}∫ +∞

0

(s2 + cosh η − 1)−
2(k+1)+1

2 ds

(par le changement de variable s2 = cosh t− cosh η )

≤ CM(cosh η − 1)−k−1χ{η≤1},(3.9)

pour tout η > 0, où χ désigne la fonction caractéristique.
Donc, en répétant la méthode d’estimer |mloc| dans la preuve de la proposition

3.1, on a:

mloc = I1 + Iloc,(3.10)

où

I1 = uo(x, x′)

×

 C1ψ(d2
X)
∫ +∞
d

Ξm(N−1
2 +1,h)√

coshh−cosh d
dh si N−1

2 ∈ N,

C2(2yy′)−
1
2
∫ +∞

0 ψ(d2
X + s)

[ ∫ +∞
η∗(s)

Ξm(N2 +1,h)√
coshh−cosh η∗(s)

dh
]
ds√
s

si N
2 ∈ N,

et
(3.11)∣∣∣Iloc∣∣∣ ≤ CM(yy′)

N−1
2 χ{d≤1} ×

{
d−2 si N = 2,[
d−2 + (yy′)1−[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]

si N ≥ 3.

On considère maintenant minf .
Pour 0 ≤ k ≤ N + 1 fixé, par (3.8) et (3.9), on déduit que pour tout t > 0, on a:∣∣∣ dk
dtk

Fm(η(t))
∣∣∣ ≤ Ck ∑

0≤l≤n≤k;n+(n−l)=k
tl(2yy′)−n

∫ +∞

η(t)

|Ξm(n+ 1, h)|√
coshh− cosh η(t)

dh

≤MC′k
∑

0≤l≤n≤k;n+(n−l)=k
tl(2yy′)−n

[ (y − y′)2 + t2

2yy′
]−n−1

χ
{
η(t) ≤ 1

}
≤MCkt

−k
[ (y − y′)2 + t2

2yy′
]−1

χ
{y2 + y′2 + t2

2yy′
≤ cosh 1

}
.

Donc, par (3.7), on déduit:∫ +∞

0

cos (t
√
−∆X)ϕ(t)Fm(η(t)) dt =

1
|X|

∫ +∞

0

ϕ(t)Fm(η(t)) dt +Rinf ,
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avec

|Rinf | ≤ sup
h>0

hN+1
∣∣∣ ∫ +∞

0

cos (th)ϕ(t)Fm(η(t)) dt
∣∣∣

≤ C

∫ +∞

0

∣∣∣ dN+1

dtN+1

[
ϕ(t)Fm(η(t))

]∣∣∣ dt
≤ MC(ζo)

2yy′

(y − y′)2 + ( ζo16 )2
χ
{
η(
ζo
16

) ≤ 1
}
,

parce que ϕ(t) = 0 si t ≤ ζo
16 et ϕ(t) = 1 si t ≥ ζo

4 .
Autrement dit, on a:

minf = I2 + Iinf ,(3.12)

où

I2 =
C

|X| (yy
′)
N−1

2

∫ +∞

0

ϕ(t)Fm(η(t)) dt,

∣∣∣Iinf ∣∣∣ ≤ C′(ζo)M
(2yy′)

N+1
2

(y − y′)2 + ( ζo16 )2
χ
{
η(
ζo
16

) ≤ 1
}
.(3.13)

Par (3.10) et (3.12), on peut écrire:

m(
√
L)(Y, Y ′) =

(
I1 + I2

)
+ Iloc + Iinf = I(Y, Y ′) + Iloc + Iinf .

Remarquons qu’il existe une constante C > 1 telle que:

SuppI(Y, Y ′) ⊂
{

(Y, Y ′) ∈ Cusp(X); d(Y, Y ′) < C
}
.(3.14)

On va montrer que:

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

[∣∣∣Iloc∣∣∣+
∣∣∣Iinf ∣∣∣] dµ(Y ′)(3.15)

= sup
Y ′

∫
Cusp(X)

[∣∣∣Iloc∣∣∣+
∣∣∣Iinf ∣∣∣] dµ(Y ) ≤ CM.

En utilisant (1.1) (ou (2.2)), on voit que

d(Y, Y ′) ≤ 1 (ou η( ζo16 ) ≤ 1) =⇒ e−1y′ ≤ y ≤ ey′.(3.16)

Par conséquent, (3.13) montre que:

sup
Y ∈Cusp(X)

1
M

∫
Cusp(X)

∣∣∣Iinf ∣∣∣ dµ(Y ′)

≤ C|X| sup
y>0

∫
e−1< y′

y <e

(2yy′)
N+1

2

(y − y′)2 + ( ζo16 )2
y′−N−1 dy′

≤ C′ sup
y>0

1
y

∫
e−1<a<e

da

(1− a)2 + ( ζo16 )2y−2

≤ C sup
y>0

1
y

∫ +∞

0

dh

h2 + ( ζo16 )2y−2
= C(ζo).

Pour montrer que:

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

∣∣∣Iloc∣∣∣ dµ(Y ′) ≤ CM,
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on distingue les deux cas: N ≥ 3 et N = 2. Et on considère d’abord le cas où
N ≥ 3:

(1) Pour 0 < y ≤ 1, (3.11) et (3.16) donnent:

1
M

∫
Cusp(X)

∣∣∣Iloc∣∣∣ dµ(Y ′)

≤ C
∫
d≤1

[
(yy′)

N−1
2 d−2 + (yy′)

N+1
2 −[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]
dµ(Y ′)

≤ C′
∫
d≤1

d−N dµ(Y ′) = C′
+∞∑
j=0

∫
2−j−1≤d≤2−j

d−N dµ(Y ′) < C,

par la proposition 2.3 de [44].
(2) Dans le cas où y ≥ 1, en utilisant (3.16), on a:

1
M

∫
Cusp(X)

∣∣∣Iloc∣∣∣ dµ(Y ′) ≤ C

∫
d≤1

[
yN−1d−2 + y(N+1)−2[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]
dµ(Y ′)

= C

∫
y−1≤d≤1

+
∫
d≤y−1

,

mais, la proposition 2.3 de [44] montre que:∫
y−1≤d≤1

[
yN−1d−2 + y(N+1)−2[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]
dµ(Y ′)

≤
[log2 y]∑
j=0

∫
2jy−1≤d≤2j+1y−1

[
yN−1d−2 + y(N+1)−2[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]
dµ(Y ′)

≤
[log2 y]∑
j=0

[
yN−1(2jy−1)−2 + yN+1−2[N−1

2 ](2jy−1)−2[N−1
2 ]
]∣∣∣B(Y, 2j+1y−1)

∣∣∣
≤ C

[log2 y]∑
j=0

[
yN−1(2jy−1)−2 + yN+1−2[N−1

2 ](2jy−1)−2[N−1
2 ]
]
y−N (2j+1y−1) < C′,

et ∫
d≤y−1

[
yN−1d−2 + y(N+1)−2[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]
dµ(Y ′)

=
+∞∑
j=0

∫
2−j−1y−1≤d≤2−jy−1

[
yN−1d−2 + y(N+1)−2[N−1

2 ]d−2[N−1
2 ]
]
dµ(Y ′)

≤ C

+∞∑
j=0

{
yN−1(2j+1y)2 + y(N+1)−2[N−1

2 ][2j+1y]2[N−1
2 ]
}∣∣∣B(Y, 2−jy−1)

∣∣∣
≤ C′

+∞∑
j=0

yN+1
[
(2j+1)2 + (2j+1)2[N−1

2 ]
]
(2−jy−1)N+1 < C.

De la même façon, pour N = 2, on a:

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

∣∣∣Iloc∣∣∣ dµ(Y ′) ≤ CM.
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Définissons les opérateurs intégraux, T1 et T2, de noyaux intégraux donnés par
Iloc + Iinf et I(Y, Y ′). On remarque que:

m(
√
L) = T1 + T2,

et (3.15) montre que:

‖T1f‖Lp(Cusp(X)) ≤ CM‖f‖Lp(Cusp(X)), ∀f ∈ Lp(Cusp(X)) (1 ≤ p ≤ +∞).

Puisque

‖m(
√
L)f‖2 ≤ ‖m‖L∞(R+,dλ)‖f‖2, ∀f ∈ L2(Cusp(X)),

on a donc

‖T2f‖2 ≤
(
CM + ‖m‖∞

)
‖f‖2, ∀f ∈ L2(Cusp(X)).(3.17)

La proposition 2.3 de [44] montre que pour tout c > 0 fixé et pour tout Y ∈
Cusp(X), B(Y, c) est un espace homogène au sens de [16]. Par (3.14), (3.17) et la
théorie des intégrales singulières (voir par exemple [16] ou [62]), pour achever la
démonstration de la proposition 3.4, il suffit de montrer les estimations suivantes:∣∣∣I(Y, Y ′)

∣∣∣ ≤ CM ∣∣∣B(Y, d(Y, Y ′))
∣∣∣−1

,
∣∣∣∇I(Y, Y ′)

∣∣∣ ≤ CM

d(Y, Y ′)|B(Y, d(Y, Y ′)| .

Par exemple, par (3.9) et la propriétés de ϕ, on a:∣∣∣I2∣∣∣ ≤ C(yy′)
N−1

2 χ
{
η(
ζo
16

) ≤ 1
}∫ +∞

ζo
16

2yy′

(y − y′)2 + t2
dt

≤ C′(yy′)N2 (cosh η(
ζo
16

)− 1)−
1
2χ
{
η(
ζo
16

) ≤ 1
}

≤ CyN [η(dX)]−1 (par (3.16) et le fait que

cosh η( ζo16 )− 1 ∼ η2( ζo16 ) ∼ η2(dX) quand η( ζo16 ) ≤ 1)

≤ C
∣∣∣B(Y, d(Y, Y ′))

∣∣∣−1

,

grâce à la proposition 2.3 de [44].
De la même façon, on peut montrer les autres estimations. �

Remarque. Si X et m sont comme dans la proposition 3.4, de plus, on suppose qu’il
existe 1 ≥ ε > 0 telle que:∣∣∣( 1

sinh t
d

dt

)k
(−m̂(t))

∣∣∣ ≤Mt−2k+ε−1, ∀0 < t ≤ 1, k = 0, 1, · · · , N + 2,

alors, on peut montrer qu’il existe une constante C(ε) > 0 telle que:

sup
Y ∈Cusp(X)

∫
Cusp(X)

|m(
√
L)(Y, Y ′)| dµ(Y ′) ≤ C(ε)M.(3.18)

On peut donner maintenant la Preuve du théorème 1.1:

Il suffit de montrer que le théorème 1.1 est vrai pour 0 < W ≤ N
2 . On peut sup-

poser que mo ∈ L1(R+, λdλ) afin d’utiliser (2.3). En général, comme ce qu’Ionescu
a expliqué dans la proof of theorem A de [39], il suffit de remplacer mo(λ) par
e−ε

2λ2
mo(λ) (0 < ε ≤ 1) et utiliser ensuite l’argument standard de limite.
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D’après le lemme 1.2 de [63], on peut écrire mo = ma + mb où ma satisfait
les conditions de la proposition 3.4, et mb a les propiétés suivantes: Suppm̂b ⊂
(−∞,− 1

2 ] ∪ [ 1
2 ,+∞) et∣∣∣( 1

sinh t
d

dt

)k
m̂b(t)

∣∣∣ ≤ Ck(1 + t)−2
[

cosh t
]−(W+k)

, ∀t > 0, k ∈ N.

D’après la proposition 3.4, on sait que ma(
√
L) est borné dans Lp(Cusp(X))

pour tout 1 < p < +∞ et de type faible (1, 1).
Pour montrer que mb est borné dans Lp(Cusp(X)) (1 ≤ p <≤ +∞) quand

N | 12 −
1
p | ≤W , définissons une famille analytique des opérateurs

Tz(
√
L) =

( 2
π

) 1
2
∫ +∞

0

e(W−N2 z)tm̂b(t) cos (t
√
L) dt, 0 ≤ <z ≤ 1.

Quand <z = 0, on a ‖Tz(
√
L)‖L2−→L2 ≤ C. Quand <z = 1, notons mz

a la
transformation inversée de Fourier de e(W−N2 z)|t|m̂b(|t|). On a Tz(

√
L) = mz

a(
√
L)

où mz
a satisfait les conditions de la proposition 3.1; donc, Tz(

√
L) est borné dans

Lp(Cusp(X)) pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.
D’après le théorème d’interpolation de Stein, on obtient le résultat du théorème

1.1. �

Remarque. Si on ne s’intéresse pas la continuité L1 − L1,∞ de m(
√
L), on peut

donner une amélioration des propositions 3.1 et 3.4, donc une amélioration du
théorème 1.1.

La proposition 3.1 et (3.18) donnent le résultat suivant:

Théorème 3.5. Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimen-
sion N ≥ 2. Pour m ∈ F−εN

2
avec ε > 0, il existe une constante C(ε) > 0 telle

que:

‖m(
√
L)f‖p ≤ C(ε)‖f‖p, ∀f ∈ Lp(Cusp(X)) (1 ≤ p ≤ +∞).
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Ce travail a été fait quand je visitais l’IHES, voir [43]. Je tiens à remercier
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mogènes, Springer L.N.n0 242, 1971. MR0499948 (58:17690)

[17] M. Cowling, S. Giulini, A. Hulanicki, G. Mauceri, Spectral multipliers for a distinguished
Laplacian on certain groups of exponential growth, Studia Math. 111 (1994) 103-121.
MR1301761 (95j:43002)

[18] M. Cowling, A. Sikora, A spectral multiplier theorem for a sublaplacian on SU(2), Math. Z.
238 (2001) 1–36. MR1860734 (2002h:42016)
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