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ESTIMATIONS L? DES FONCTIONS DU LAPLACIEN
SUR LES VARIETES CUSPIDALES

HONG-QUAN LI

RESUME. Le but de cet article est d’étudier la continuité L? des fonctions du
Laplacien sur les variétés cuspidales.

1. INTRODUCTION ET ENONCE DU RESULTAT

On considere M une variété différentiable, munie d’une mesure do. Soit L un
opérateur différentiel du second ordre, positif et essentiellement auto-adjoint sur
C°(M). Pour une fonction borélienne m : [0, +00o[— R, 'opérateur m(v/'L) est
définie par le théoréeme spectral. Quand m est bornée, on sait bien que m(\/f) est
borné sur L?(M). On s’intéresse & montrer la continuité LP (M) (p # 2) de m(v/L).
En particulier, on aime bien trouver des conditions sur m qui permettent d’assurer
que m(v/L) est borné sur LP pour tout 1 < p < 4oo0.

Dans le cadre des espaces euclidiens R™ (avec —L = A le Laplacien), par [35] et
[50], on sait que m(L) est borné sur LP(R™) pour tout 1 < p < +o00 si m satisfait
la condition de Mikhlin-Hérmander, c’est-a-dire,

[5]+1

Z sup )\k‘m(’“)(/\)‘ < o0,

o >0
ou [s] (s € R) désigne la partie entiere de s. On peut se reporter a [60] pour d’autres
types de conditions.

Dans le cas ou M est une variété riemannienne compacte de dimension n et
L = —A + C avec A le Laplacien et C' > 0 une constante, d’apres le travail de
A. Seeger et C.D. Sogge (voir [55]), on sait que m(v/L) est borné sur LP pour tout
1 < p < +oo s'il existe a > § et une fonction positive 8 € C5°([1,2]) telles que:

sup||3(-Jm(s")|

s>0

< 400
L2 (R)

Et on peut trouver un résultat plus général dans [50).

Dans le cadre des groupes de Lie & croissance polynomiale avec —L = A un sous-
Laplacien, on trouve des résultats analogues aux cas précédents, voir par exemple
34, [19], [20], [49], [I4], 51, [29], B1, [ et [B0).

Dans le cadre des groupes de Lie a croissance exponentielle, les résultats sont
tres variants, voir par exemple [28], B11-[33], [17], [9], [§], [15], [B3], 4], [41), [58],
[34) et [27].
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Dans le cadre des espaces symétriques de type non compact, par le travail de
Clerc et Stein (voir [I3]), on doit supposer que m est holomorphe dans une certaine
bande de C pour que m(L) soit borné dans LP pour tout 1 < p < +oo. Et on trouve
les travaux [59], [b]-[7], [26], [38]-[40] qui sont consacrés a I’étude des multiplicateurs
spectraux sur les espaces symétriques de type non compact.

On peut se reporter & [41], [23], [2]-[4], [21], [18], [46], [24], [22] et les références
dedans pour I'étude de multiplicateurs spectraux dans d’autres situations.

Dans [63], M.E. Taylor a étudié la continuité LP des fonctions du Laplacien sur
une classe tres large des variétés, les variétés riemanniennes a géométrie bornée.
Dans cet article, on se propose d’établir un résultat analogue a celui de [63] dans
le cadre des variétés cuspidales.

Avant d’énoncer notre résultat, nous rappelons quelques définitions et notations:

Si X est une variété riemannienne de dimension N, avec un bord 9X (on admet
0X = (), on définit Cusp(X) comme étant espace RT x X muni de la métrique
riemannienne r~2(dr?+gy), oll gx est la métrique riemannienne sur X. Par exemple,
si X est I'espace euclidien RY, alors Cusp(X) est I’espace hyperbolique réel de
dimension N + 1. On note dx (resp. d) la distance riemannienne induite sur X
(resp. Cusp(X)), du (resp. dux) la mesure riemannienne induite sur Cusp(X) (resp.
X), A le Laplacien sur Cusp(X). Notons B(Y,r) (Y € Cusp(X), » > 0) la boule
géodésique de centre Y et de rayon r, |B(Y,r)| son volume et

2
L=-a-¥
4
ol NT2 est la base du spectre —A dans L?(Cusp(X)) (voir la proposition 2.4 de [44]).
Rappelons que (voir la proposition 2.2 de [44])
(1.1)
. y2+y’2+d§((x,x’)

d((y,z), (y',2")) = arccosh o,

La difficulté particuliere des variétés cuspidales tient & ce que la courbure de
Ricci n’est pas toujours minorée, que le rayon d’injectivité peut étre nul et que le
volume des boules est a croissance exponentielle. Pour d’autres informations sur
les variétés cuspidales, on pourra se reporter par exemple aux [52] et [44].

Dans cet article, on utilisera les notations de [63],

Qw = {2 € C;|S2| < W},

, V(y,z),(y,2") € Cusp(X).

Qw est lintérieur de Qw et
Fiv = {¥ est holomorphe et paire dans Qyy :
WD (2) < C5(1 +|2)F", VzeQw).
Dans cet article, on va montrer le théoréeme suivant:

Théoréme 1.1. Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimen-
sion N > 2. Pour 1 < p < 400, quand m, € F§, avec W > N|% - %|, mo(VL) est
borné sur LP(Cusp(X)). De plus, quand m, € F%, il existe une constante C > 0

2

telle que:

/11
A Y

u{y € Cusp(X); [mo(VI)F(Y)] > )\} <C YA >0, Vf € L(Cusp(X)).
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On remarque que dans le theorem A de [63], on n’a obtenu aucune information
concernant la continuité L' — LY* de m(+v/L); pour montrer les résultats de [63],
Taylor a utilisé la formule

m(VL) = (2) : /OJFOO m(t) cos (tV'L) dt

m(h) = (3) : /0 o m(t) costhdt,

la théorie des opérateurs pseudo-différentiables, et les estimations du noyau des
fonctions du Laplacien établies dans [T1].

Dans cet article, on va utiliser la méthode de la séparation des variables pour
montrer notre résultat. On peut trouver aussi quelques affinements du théoreme
[CT dans cet article.

Cet article est organisé de la facon suivante: dans la section [2, on utilise les
résultats de [52] pour donner la formule du noyau de m(v/L) et on montre le
théoréme [LT dans la section Bl.

2. LE NOYAU DE m(V/L)

Dans toute la suite, C, C, C*, etc. désigneront des constantes universelles qui
dépendent peut-étre des propriétés de X. Celles-ci pourront changer d’une ligne
a une autre. Et dans la suite, m désignera une fonction borélienne, bornée, paire
définie sur R, celle-ci pourra changer d’une proposition a I'autre et d’un lemme a
lautre.

En utilisant la méthode de la séparation des variables et la transformation de
Kantorovitsch-Lebedjev, W. Miiller a obtenu une représentation spectrale de —A,
voir [52] (p. 207). Donc, en répétant la méthode de la construction des fonctions
du Laplacien dans le cadre des variétés coniques (voir par exemple [12]), on peut
considérer m(v/L) comme k,, (y,y', vV—2Ax), une distribution sur Rt x Rt & valeur
dans I'espace des opérateurs sur L?(X), avec

(21) km(yay/a _AX)

+oo
= ()} / VN, 5V DK, 5 V=A%)

2

sinh 72r\/X QA
T

2 N .
(yy')= / AM(N) Ky (y/ —Ax) Kix(y'/ —Ax) sinh (7)) dA,
0

T2

ou K, (z) (x> 0, v € C) désigne la fonction de Bessel modifiée.
En général, [2.0]) ne serait pas tres utile dans les applications. Donc, on aime
bien la simplifier. Rappelons que (voir par exemple [4§], p. 96)

™ 1 1
Kix(ys)Kix(y's) :§(yy’) 2 cosh (0]
+oo 2 2 2
t
<[ B cos (ts)dt, Vg5 > 0,

0 2yy’
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ou B4(s) (m,v € C, s > 1) désigne les fonctions de Legendre du second genre.

D’apres les propriétés suivantes de B4 (voir par exemple [48] pp. 174, 196 et 201-
202),

0

5. 0(2) = (2 = 1)20,(2),
Bh(z) = 2%%(2 ~D#(140(1)) (keN), quand 2 — 1,

sinh a

m
B_%+i/\(cosha) ~ ( 5

on déduit que quand Am(\) € LY (R, d\) et s > 0, on a:

_1
) A1 cos (aX\ + L %), quand A\ > 1;

sinh (7A)

+oo
2/ Am(A) Ky (ys)Kia(y's) 5 d\
0

™

= M /+°0 Am(A) tanh (7))
0

™

-1 +o0 ) o t2+y2+y’2
X |:?/O Sin (t8)567%+1/\(T)dt:| dA

_ ) / " L)
0

™ S
+o00 Kl t2 +y2 +y/2
x [ /0 Xm(X) tanh (X)) +M(T)cu] dt

NnN—% ptoo _
— M/ —18in(ts)g
0

T s ot

+oo 2 2 12
x {/0 Am()) tanh (m\)ﬁ_%m(w)d/\} di

2yy’

n—3% +o0

= Ly ) / cos (ts)
T 0

+oo t2+y2+y/2
x { /0 Am(A) tanh (TA)3_ 5 M(T)dx} dt.

Or,

sin Ah
vecoshh — cosha

ot C' > 0 est une constante, voir [48] (p. 422); donc, quand Am(A\) € LY*(RT,d)),
pour tout s > 0, on a:

+oo
tanh (wA)3;_ 1 (cosha) = C/ dh, VYa>0,\eR,

+o0o
2/0 Am(AN) Kix(ys)Kix(y's)

[T Heo oo sin
= O™ /0 o (tS){ /0 Amid) [/n(t) \/COShh E)\(il(jsh n(t) dh} d)\} i

+oo +oo _n/
/ cos (ts) [/ (k) dh} dt,
0 n(t) \/coshh — coshn(t)

inh (7
sin (27r )d)\
i

I

Q
—~
<
<
N

|
(SRS
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ol
2 t2
(2.2) n(t) = arc coshw.
2yy

Autrement dit, quand m € L>®(RT,d\) N L} (RT, Ad)), on a:
m(VL) = kn(y,y', V= Ax)

1 +oo +o0 Y h)
2.3 =C(yy) = / cos (ty/—A m( dh| dt.
23) W) 0 ( x) [ \/cosh h — coshn(t) }
Dans toute la suite, pour simplifier les notations, on note
+o0 —’fl\”L/(h)
F = dh (s >0), Y =(y,x),
m(s) s v/cosh h — cosh s (s ) 2
V' = (y/a (E,), dX = dX(xvx/) et d = d(Ya Y,);

d’apres (LI)), on a d = n(dx).

3. PREUVE DU THEOREME [I.1]

Dans cet article, on a besoin des résultats sur la solution fondamentale de
I'équation des ondes sur X (voir par exemple [10], pp. 252-258, ou [36], §17.4):
il existe une constante 1 > ¢, > 0 telle que pour tout 0 < s < (,, on a (formelle-
ment):

( d2)k l

(3.1) cossv(z,z’) Zuk z, ') Th—1+1) li=xp

+ sCk (s, z,2'),

(s*—d} (z,2)i"
T 1= N4
0 < s < (,) est donné dans §3.4. de [25]; Ck (s, x,2") € C%([0, ) x X x X) (si on
choisit K assez grand, par exemple K = N + 3) et on sait que:
1. Ck(s,z,2') = 0 quand dx = dx(z,z") > s.
N+1

ou ug(z,z') € C®(X x X) et le sens de 'opérateur (pour

(s _d§)+
2. Quand s € (0,(:0] W
tout k € N*, on a:

fo— NA1L f—
9 (s - dg{)Jr L 9 (s* - d%{)Jr

(k € N) est C* par rapport par s, et pour

+1
5 —1

— =2s , Vs e (0,
TS+ T(k— 5 0.
2 _ g2kt
lim —(S ])éh' =
s—0t I'(k — 5= +1)
(2 &2 )k N+1
Pour z,2’ € X fixés, on peut considérer W (k € N) comme une

distribution en s > 0, dont le sens est donné dans [25], chap. I, §3. Et en notant &
la mesure de Dirac, on a (voir [25] p. 184):
(s> = d3)3"
I'(0)
Pour estimer le noyau de m(vL) = kn(y,y', vV—2Ax), on le divise par deux
morceaux. Plus précisement, choisissons ¢, > 0 comme dans (31]) et ¢y € C°(R)

(3.2) 2s =256(s*> —d%) = 8(s —dx), Vs>0.
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telle que
vsoct, v —vin=] b FIS (V)
0 sils|> @\/g_o) ,
fixons
d(s) = 9(s%), @(s)=1—¢(s) (s €R);
notons
m(\/Z) = km(ya ylv _AX) = Mioc + Minf
“+oo
= O [ cos (VRO P n(e)
N-—-1 JrOO
(33) + 0T [ costy/ =B (n(0) dr

On va montrer la proposition suivante:

Proposition 3.1. Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord et de
dimension N > 2. Sim € L®(RT,d\) N LY (R, \d)\), et il existe deuzx constantes
we > 1, M > 0 telles que

(3.4)

1 dN\k, -
() C™0)] < M@+ [cos
Alors, il existe une constante C(w,) qui ne dépend que de w, et des propriétés de
X telle que:

Im(VI) || 1o (cuspxy) < Clwo) M| fllLo(cuspx)),  Vf € LP (1 < p < +00).

+k)
NVtE>0,k=0,1,--- N +2.

Preuve. 11 suffit de montrer que

sup [ (] g () < €)M,
Y €Cusp(X) J Cusp(X)

oll Myoe €t Myn s sont définis par (B3).

On commence par estimer |my,.|. On utilise la paramétrice de costy/—Ax (voir
B0), et puisque ¢(t) = 0si t > %" et Ck(t,z,2’) = 0 quand dx = dx(x,2') > t,
en utilisant les estimations (34)), on a:

‘ /O+OO d(tCK (t,z, 2" ) Fr (n(t)) dt‘

+oo +oo (1 ~@o ginh —(&¥+1)
< oM ¢(t){/ (14 7)™ sinhh [coshn] an} di

dx n(t) +/coshh — coshn(t)

T (14 h)~Zesinhh —(5F+1)

< CyiM sup / (L+7) s [coshh} dh

t>dx Jy(t) +/coshh — coshn(t)

_ N41

< C'M(1+n(dx))" = {cosh n(dx)}
< OM@1+d) e 2
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Pour estimer
N+1

[ oo B mt

2

on peut utiliser la fagon de [45] (pp. 697-699) ou celle de [52] (pp. 223-225): quand
NEL € N, en utilisant (3:2), on a

N+1

+oo 2 _ g2\ T2
[ oo S e a = 50 (5) |, [s0Fa )]
=50 | [+ 9y B+ )],

par le changement de variable s = t? — d% et le fait que ¢(t) = ¥(t?), quand
THEN,

[N

ds.

- (¥ /Om ;ﬁ; [+ ) Fon (& + 5)] e

Pour simplifier les notations, on note
1 dqyntt
= 2 > = —m
(3.5) nu(s) = n(y/d% + 8)(s > 0), Ep(n+1,h) = smhh[s hhdh} (=) (h).

D’apres les propriétés de m, quand 0 < n < [%], on a

an

g 1) = 2wy / " __Enlnt L)

.(s) \/coshh — coshn,(s) ‘

+% sinh hfcosh h]~ (2 D)
\/cosh h — cosh, (s)

< CoM1+d) e "3 U y? 42 4 dk +5) "

< (2yy") "M (1 + 1. (0)) "= dh

Donc, en remarquant que 3 € C2°(R), on a:

N+1

| / e iyt (n(t)) |

2
< C)M1+d)y=ee "2 [1+(y Fy24+d)

De la méme facgon, pour 1 < k£ < K, on a:

N+1

\/+°°¢ C_ )N ) Fu(nft) i

N+1

< Ol (1+d) i+ @2 +y2+dh)

,N;3>]

Par conséquent,

(30 mie] < OM(1+d)™ [V o= " yy) 5.
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D’apres la proposition 2.3 de [44], quand w, > 1, on a:

sup / (1+d) e Nduy’) < C(w,).
Y €Cusp(X) J Cusp(X)

Donc, pour montrer que:

sup / a0 (Y, Y) dpa(Y") < Cewo) M,
Y €Cusp(X) J Cusp(X)

il nous reste a montrer le lemme suivant:

Lemme 3.2. Soient X une variété riemannienne compacte de dimension N, et
w, > 1 fixé. Alors

N—1 _ N+1

swp [ ) e T ) < O,
Y €Cusp(X) J Cusp(X)

Preuve. D’apres (1)), on voit qu’il existe une constante telle que pour tous Y, Y’ €
Cusp(X), on a:

N+1

) wy )N +y?+d%) 2.

N—-1 N+1d

(1+d) = (yy) 7 e > 30(”‘1115

On distingue les deux cas suivants: 0 <y < 1lety > 1.
Quand 0 <y <1,0na

/ {1 + ‘ In & H )V @ 4y + a2 duly o)
Cusp(X) Y

e Y1177, NN 2 2 2\ V41 N —N=1 1
/ [H‘ln?} (yy') [/(y Ty~ +dy) 2 dux(%)}y dy
0 X

+oo /

C/ {1 + ‘lny—

0 Yy

—+oo
< CyN_l/ (1+|Inhf) ™= (1 +h?) 73
0

IN

IN

%o 1 ,_N—
i| (yyl)N(y2+yl2) 2yl N ldyl

dh

5 < C(w,).

Quand y > 1, 0on a

/ {1 + ‘ In 2/
Cusp(X) Y

—wo N4t
] Wy )N +y?+d%)" 2 du(y,2)

< / [1 + ‘ 2 } y"™ du(y’, 2)
Cusp(X) Y
+oo /1 —wo
< C/ [1—|—‘1ny— } vy ldy < C(w,).
0 Y
Ceci acheve la preuve du lemme. O

On va montrer

sup / [minf|(YV,Y") du(Y') < C(w,) M.
Y €Cusp(X) J Cusp(X)
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On commence par estimer |m, |, et on va utiliser le lemme suivant:

Lemme 3.3. Soient X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimen-
sion N > 2, et & € C(R) une fonction paire. Alors,

(3.7) sup{“l)(\/ —Ax)(x,x") —

1
Efb(O)‘;x,x’ € X} < C’stigsN+1|<I>(s)|.

Preuve. Ce résultat a été utilisé dans [42|. Pour étre complet, on donne sa preuve:
D’apres le développement spectral de ®(1/—Ax), on peut choisir k € C*®°(R™)
telle que k(s) = 0 quand s < 1, k(s) = 1 quand s est assez grand, et

D(v/~Bx)(x,2') = @@(0) + [ ®)(V/= D), 2').

N+41

Puisque (I — Ax)~ "1
L>(X), on a donc:

est borné de L'(X) dans L?(X) et aussi de L?(X) dans

HH(I)}( v _AX)(x’x/)‘ = H [H@}( v _AX)‘ L1(X)—— Lo (X)
= C‘(I - Ax)"F [H@}( V=Ax) L2(X)—L2(X)
< C'sup(l+ 82)¥ ‘K(S)@(S)’
s>0
< Csups™Td(s)|.
5>0
D’ou le lemme. U

On estime maintenant |my, /.
En utilisant le raisonnement par récurrence, on voit que pour k € N, il existe
des constantes telles que:

[1]

dh.

d* C(l,n, k) [t m(n+1,h
(38) —Fm(n(t)) = > g (; ')”)/ h(h h)
0<i<n<k;n+(n—1)=k vy n(t) \/COS — coshn(t)

On en déduit que pour 0 < k < N + 1 fixé, on a:

k
e Fn(1)|

IN

+oo =
n Znn+1,h
Ck Z tl(Zyy/) / | (n )l
n

0<I<n<hat(n_l)=k 0 \/coshh — coshn(t)

+oo — e o —(%-{-n-‘,—l)
MCy, Z tl(zyy/)—n / (1 + h) sinh h[COSh h] dh
n(t) \/cosh h — coshn(t)

IN

< MOt (2yy)) (L (1) [eoshn()] "
< MCp(1+ (t))*wv(Zyiy/> N"‘ka
< k(147 Fr i :
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Donc, par [3.7), on a:

sup { }/Mcos(t AN 2! )o(t) En (1)) dit 2,2 € X}

<ol [ ewratmenal < suws 1| [ o0 Bt cos ey ]
<of [ \ <<t>>\dt+ | | [etomatnn)] | )
<om| +°°<1+n< () T @

+(1+77(f%)) (#‘i(%ﬂﬁ ’ }

(puisque ¢(t) =0sit < f—g et p(t) =1sit> %)

Co = 2yy’ 5 Co
< >0 Wo 2 2 29)2
<M ™ (Gt my) | Ly gy

C(Co)M (1 + ‘ In —D_wo (yy')

Par conséquent, par la définition de m;y, s (voir (3:3))), on a:

mang| < CEM (14 [ Z) Ty 14 (D)),

et
sup / ’mmf du(Y")
Y €Cusp(X) J Cusp(X)
oo Y= Yy 2] %
< CM|X|/ ( ,> y’N{1+(—) } Y~ NLdy < C(we)M.
0 Y Y
Ceci achéve la preuve de la proposition Bl O

On montre maintenant le résultat suivant:

Proposition 3.4. Soit X comme dans la proposition [Tl Si m est une fonction
bornée, paire, € L'(R*,\d)\) satisfaisant Suppm C [—1,1] et

1 dyk
‘(sinhtﬁ) (—m)(t)‘ <Mt Yo <t<1, k=0,1,---,N+2.

Alors, il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que des propriétés de X telle
que pour tout f € L*(Cusp(X)), on a:

Vv > 0.

u{Y € Cusp(X): Im(VE) (V)| > 7} < et M ||”;|L°°‘R+’d” £l

Donc, m(V/L) est borné dans LP(Cusp(X)) pour tout 1 < p < +oo.

Preuve. On commence par étudier mjoe.
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Pour 0 < k < N + 1 fixé, d’apres la définition de Z,,(k + 1,t) (voir (BH)) et les
propriétés de m, on a:

—+oo
/ (cosht — coshn)™ 2
n

Em(k—kl,t)‘dt

< M/l t= 2+ D=1 ginh ¢ i
min(n,1) Vcosht — coshn
+oo = AEtDHL
< CkMx{n < 1}/ sinh ¢(cosht — 1) >
n v/cosht — coshn
(car t? ~ cosht — 1 quand 0 <t < 1)
+o0 1
= 2C*Mx{77 < 1}/ (s> 4+ coshn — 1)_2(k+2 s
0
(par le changement de variable s> = cosht — cosh7 )
(3.9) < CM/(coshn — 1)*’“*1)({751},

pour tout 1 > 0, ou x désigne la fonction caractéristique.
Donc, en répétant la méthode d’estimer |my,.| dans la preuve de la proposition

B, on a:
(310) Mioe = Il + Iloca
ou

I = uo(z,2")
+oo En(FFt+1,h : N—
Clw(dg() fd \/cogshzfcosht)i dh N st % € N’
n—1 ptoo 2 +o0 E'm(_“FLh) ds : N
Co(2yy') 72 [y~ (dk +S)|:f77*(s) \/mdh} vs stz el
et
(3.11)

‘Iloc

N —
2

N1 d—2 si N =2,
< CM(yy') X{d<1} X d-24+ (yy/)k[N;l]dﬁ[N;l]} si N> 3.

On considere maintenant 1, f.
Pour 0 < k < N +1 fixé, par B8) et (B9), on déduit que pour tout ¢ > 0, on a:

dr L (T En(n+1,R)]
‘WFm(n(t))‘ é Ck Z tl(2yy,) / hh = - - dh
0<I<n<kin+(n—1)=k n(t) \/cos coshn(t)
[y —y)? 421
< MG > t'(2yy') ”[%} RUOESY
0<i<n<kin+(n—1)=k vy
(v—y)? +t2}—1 {@/2 +y? +12
2yy’ X 2y’
Donc, par (3.7), on déduit:

< Mth_k{ < COSh].}.

+o0 1 +oo
/0 cos (/=B 1) B (1) d = 5 / () Fon (1(8)) dt + Ring,
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avec

| Rinl

IA

iti% hNH‘ /+0<> cos (th)p(t)Fn(n(t)) dt‘

+oo dNJrl
< o | e Pama) |
< Mo —2 e <1},
v+ (%)
parce que ¢(t) =0sit < 3% $o et go()—lsitz%.
Autrement dit, on a:

(3.12) Ming = Io + Ling,
ol
C N—1 +OO
b= ) / o (8) E (1)) dt,
2yy)

(3.13)

IN

Iinf

Go
C'(Go) M xqn(zz) < 1p.
Par (310) et (B12), on peut écrire:
m(VI)(V,Y') = (I + I2) + Tioe + Ting = I(V,Y") + Tige + Ting.

Remarquons qu’il existe une constante C' > 1 telle que:

(3.14) SuppI(Y,Y") C {(y, Y') € Cusp(X); d(Y,Y") < c}.
On va montrer que:
(3.15) sup / [ Tioe| + Ling } du(Y")
Y €Cusp(X) J Cusp(X)
= sup/ [ Tioe| + Ling } du(Y) < CM.
Y’ JCusp(X)

En utilisant (ou (2:2)), on voit que
(3.16) dY,Y') <1 (oun($g) <1)=e 'y <y<ey.
Par conséquent, (313) montre que:

sup Ling| du(Y')
YECusp(X)M Cusp(X)
Sun N1
< C|X| Sup/ ( yy) 2 yl—N—l dyl
So
v>0Je-1<¥ <o (y —y')? + (33)?

, 1 da
< C'sup — z
y>0Y Je-1<a<e (]- - a)2 + (1_%)2:’/72

1 [tee dh
< C'sup —/ 2 oo o C(Co)-
v>0Y h? +(3%)%y 2

Pour montrer que:

Iloc

s [ du(Y') < CM,
Y €Cusp(X) J Cusp(X)
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on distingue les deux cas: N > 3 et N = 2. Et on considere d’abord le cas ou
N > 3:
(1) Pour 0 < y < 1, (B10) et (B.I6) donnent:

1
ar Tioc du Yl)
M Cusp(X) (
<c / [(yy'%d-myy')’? Sy
d<1
<’ d=N du(y C’Z/ dNdu(y") < C,
d<1 i-l<d<2—i

par la proposition 2.3 de [44].
(2) Dans le cas o y > 1, en utilisant (BI6), on a

1
— du(Y’
M Cusp(X) )

IN

Iloc

C [yN*d*2 + y<N“>*2[N51]d’2[N2_1]} du(Y")
d<1

f ],
y~1<d<1 d<y~!

mais, la proposition 2.3 de [44] montre que:

/ [yN71d72 +y<N+1>f2[N;1]df2[¥q dp(Y")
-1<d<1

[log, y]
Z/ Nld +y(N+1) o[
2

< a2 du(y”)
oo Jryicd<oitiy
[log, y]
< Z {y ~1(2dy~1)" 2+yN+1—2[N,;1 (2jy71)72[N2_1]}‘B(Y,ZjJrlyfl)‘
[108;2?!
< C Z [N L(iy=1)=2 4y ;1](2jy—1)—2[1\’;1]i|y_N(2j+1y—1)<Cl7

et

| duy)
+oo

_ Z/ [yN—ld—2+y<N+1>—2[’V;1]d—2[”;1
=0 2-i—ly—1<d<2—iy—1

N 1
CZ{ N=1(d+1y)2 4 o (N+1)=2[¥3 ] 9541, ]

d<y

} du(Y”)

IN

Yooz

S C/ ZyN+1 {(2j+1)2 4 (2j+1)2[N2—1
7=0

}(2_@_1)]\['|r1 < C.

De la méme fagon, pour N = 2, on a:

Iloc

sup / du(Y') < CM.
Y €Cusp(X) J Cusp(X)
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Définissons les opérateurs intégraux, 77 et T3, de noyaux intégraux donnés par
Tioc + Ling et I(Y,Y’). On remarque que:

m(VL) =Ty + Ty,
et (3:I5) montre que:
T2 fll e (cusp)) < CMIIfl[Lrcuspixy,  Vf € LP(Cusp(X)) (1 < p < +o0).
Puisque
Im(VL)fllz < llmllpe s an I fllz, VS € L*(Cusp(X)),

on a donc
(817)  IToflla < (CM + mllao) 1 fll2, VS € L*(Cusp(X))

La proposition 2.3 de [44] montre que pour tout ¢ > 0 fixé et pour tout ¥ €
Cusp(X), B(Y,c) est un espace homogene au sens de [16]. Par (8:14)), (B11) et la
théorie des intégrales singulieres (voir par exemple [16] ou [62]), pour achever la
démonstration de la proposition [3.4], il suffit de montrer les estimations suivantes:

CM
VY B, dV. V)]

’I(Y,Y’) gCM‘B(Y,d(Y,Y’))‘_l, ‘VI(Y,Y’) <

Par exemple, par (39) et la propriétés de ¢, on a:

’b‘<0yy) 21X{ (f%)<1}/jm%dt

< O lyy/) ¥ (coshn(52) 1) xn(52) < 1
< CyNn(dx)]™"  (par (BI6) et le fait que

coshn($2) — 1 ~n%($2) ~ n?(dx) quand n($2) < 1)

N
2

-1
< C|B.d(y,y)|

grace a la proposition 2.3 de [44].
De la méme facon, on peut montrer les autres estimations. O

Remarque. Si X et m sont comme dans la proposition 34l de plus, on suppose qu’il
existe 1 > € > 0 telle que:

1 d\*
() o] <ares, st kmnn e

alors, on peut montrer qu’il existe une constante C'(¢) > 0 telle que:
(3.18) sup / Im(VL)(Y,Y")| du(Y') < C(e)M
Y €Cusp(X) JCusp(X)
On peut donner maintenant la Preuve du théoréme [Tk
Il suffit de montrer que le théoreme [[LTest vrai pour 0 < W < % On peut sup-
poser que m, € L*(R*, \d\) afin d’utiliser ([2.3). En général, comme ce qu’lonescu

a expliqué dans la proof of theorem A de [39], il suffit de remplacer m,(A\) par
e’E2AQmO(A) (0 < e < 1) et utiliser ensuite 'argument standard de limite.
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D’apreés le lemme 1.2 de [63], on peut écrire m, = m, + my ot m, satisfait
les conditions de la proposition B.4] et my a les propiétés suivantes: Suppiy C
(—OO, _%] U [%7 -I-OO) et

‘( ! d)k’\(t) <C (1+t)—2[ ht}i(WM) Vt>0,keN
sinhtdt) " ‘ =k o8 ’ ’ ’

D’aprés la proposition B4} on sait que my(v/L) est borné dans LP(Cusp(X))
pour tout 1 < p < 400 et de type faible (1,1).

Pour montrer que my est borné dans LP(Cusp(X)) (1 < p << +00) quand

N |% — %| < W, définissons une famille analytique des opérateurs

1 o0
T.(WL) = (3) : /0 eW=59tm (#) cos (tVI) dt, 0< Rz < 1.

™

Quand Rz = 0, on a ||T.(VL)||z2>—z> < C. Quand Rz = 1, notons m? la
transformation inversée de Fourier de e(W =22ty (|t]). On a T.(VL) = mZ (VL)
ot m? satisfait les conditions de la proposition BIt donc, T% (VL) est borné dans
LP?(Cusp(X)) pour tout 1 < p < 4o0.

D’apres le théoreme d’interpolation de Stein, on obtient le résultat du théoreme

1} O

Remarque. Si on ne s’intéresse pas la continuité L' — L1 de m(\/z), on peut

donner une amélioration des propositions Bl et B4, donc une amélioration du
théoreme [T

La proposition B.I] et (3:18)) donnent le résultat suivant:

Théoreme 3.5. Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimen-

sion N > 2. Pour m € Fy° avec € > 0, il existe une constante C(e) > 0 telle
2

que:

Im(VI) fllp < C@Ifllpy  ¥f € LP(Cusp(X)) (1 < p < +00).
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